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СУБОПТИМАЛЬНАЯ РОБАСТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ
НЕИЗВЕСТНОГО АВТОРЕГРЕССИОННОГО ОБЪЕКТА

С НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ И СМЕЩЕННЫМ
ВНЕШНИМ ВОЗМУЩЕНИЕМ

Рассматривается задача субоптимальной стабилизации объекта с дис-
кретным временем, неопределенностями по выходу и управлению и огра-
ниченным внешним возмущением. Коэффициенты авторегрессионной но-
минальной модели, коэффициенты усиления неопределенностей, норма
и смещение внешнего возмущения предполагаются неизвестными. Пока-
зателем качества служит наихудшая асимптотическая верхняя граница
модуля выхода объекта. Решение задачи в условиях неидентифицируе-
мости всех неизвестных параметров базируется на методе рекуррентных
целевых неравенств и оптимальном онлайн оценивании, в котором пока-
затель качества задачи управления служит идентификационным крите-
рием. Предложена нелинейная замена неизвестных параметров возмуще-
ний, сводящая задачу оптимального онлайн оценивания к задаче дробно-
линейного программирования. Работоспособность адаптивного субопти-
мального управления иллюстрируется результатами численного модели-
рования.
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1. Введение

В 1980-х гг. в знаменитых статьях [1, 2] было показано, что известные
к тому времени алгоритмы адаптивного управления в детерминированной
постановке не гарантируют устойчивости адаптивных систем при наличии
сколь угодно малых внешних возмущений или немоделируемой динамики.
В течение двух последующих десятилетий были предложены различные мо-
дификации стандартных алгоритмов оценивания для обеспечения робастной
устойчивости адаптивных систем (под робастной понимается устойчивость
системы при наличии в ней операторных возмущений, называемых в теории
робастного управления неопределенностью). При этом робастная устойчи-
вость доказывалась для достаточно малых операторных возмущений с помо-
щью аппарата функций Ляпунова и независимо от параллельно разрабаты-
вавшейся в эти же годы теории робастного управления в H∞-постановке [3].
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Работы этого направления стали именовать робастным адаптивным управле-
нием [4–6]. В то же время проблема нахождения по данным измерений номи-
нальной (т.е. невозмущенной) модели и уровней неопределенностей и внеш-
них возмущений была признана в середине 1990-х гг. главной проблемой для
практических приложений H∞-теории [7]. Поэтому оценка качества заданной
или полученной в результате идентификации модели управляемого объекта
была названа центральной проблемой в теории идентификации систем [8].
Эта проблема до настоящего времени остается открытой и актуальной даже
в задачах офлайн идентификации, т.е. идентификации по данному набору
измерений, а не по ходу управления [9].

В начале 1990-х гг. были получены основополагающие результаты по тео-
рии робастного управления в �1-постановке, в которой основным сигнальным
пространством служит пространство �∞ ограниченных вещественных после-
довательностей и показатели качества управления формулируются в терми-
нах �∞-нормы выхода системы управления [10, 11]. В �1-теории робастного
управления, отличие от H∞-теории, были получены явные представления
для асимптотических показателей качества для систем со структурирован-
ной неопределенностью, внешними ограниченными возмущениями и задан-
ными командными сигналами [12–15]. Это позволило предложить общий ме-
тод синтеза адаптивного оптимального, с заданной точностью, робастного
управления, потенциально реализующего максимальные возможности обрат-
ной связи и обеспечивающего в условиях неидентифицируемости неизвест-
ных параметров такое же асимптотическое качество управления, что и для
объектов с известными параметрами [16, 17]. Важность и актуальность иссле-
дования максимальных возможностей обратной связи отмечены в недавнем
обзоре [18]. Указанный метод базируется на методе рекуррентных целевых
неравенств [19], множественном оценивании неизвестных параметров, вклю-
чая параметры возмущений, и использовании показателя качества задачи
управления как идеального идентификационного критерия. Для систем об-
щего вида этот метод не реализуем напрямую ввиду высокой сложности зада-
чи вычисления текущих оптимальных оценок при невыпуклых показателях
качества и невыпуклых ограничениях. Поэтому актуальной представляется
задача поиска классов объектов или менее амбициозных постановок задач,
для которых это метод реализуем с учетом растущей мощности современ-
ных компьютеров. Примерами таких менее амбициозных постановок служат,
например, задача подтверждения модели и оптимальной квантификации воз-
мущений [20, 21] и задача синтеза оптимального робастного регулятора для
объекта с известной передаточной функцией номинального объекта и неиз-
вестными нормами внешнего возмущения и операторных возмущений по вы-
ходу и управлению [22]. В [23] приведены примеры задач адаптивного опти-
мального управления, в которых оптимальные значения показателей каче-
ства являются линейными или дробно-линейными функциями оцениваемых
неизвестных параметров. В таких задачах оптимальное оценивание сводится
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к линейному программированию и реализуемо в онлайн режиме по крайней
мере для объектов невысоких порядков.

В настоящей работе задача адаптивной оптимальной робастной стабилиза-
ции рассматривается для относительно простого объекта с авторегрессионной
номинальной моделью, неизвестными коэффициентами передаточной функ-
ции, неизвестными коэффициентами усиления неопределенностей по выходу
и управлению, а также неизвестными нормой и смещением внешнего ограни-
ченного возмущения. Задача заключается в минимизации наихудшей в рас-
сматриваемом классе неопределенностей и возмущений верхней границы мо-
дуля выхода объекта в установившемся режиме. Целью настоящей работы
является реализация указанного общего метода синтеза адаптивного опти-
мального управления для описанного выше объекта. Основные результаты
работы заключаются в следующем.

1. Предложена специальная замена неизвестных параметров неопреде-
ленностей и внешнего возмущения, благодаря которой показатель качества
управления в рассматриваемой задаче становится дробно-линейной функцией
неизвестных параметров, а множества согласованных с измерениями оценок
неизвестных параметров описываются линейными неравенствами. Предло-
женная замена неизвестных параметров позволяет решать задачу оптималь-
ного оценивания в онлайн режиме.

2. Доказана устойчивость замкнутой адаптивной системы в оптимальной
области допустимых норм неопределенностей, универсальной для всех апри-
орно допустимых номинальных объектов.

3. При дополнительном предположении о “непреднамеренности” суммар-
ного возмущения гарантируется оптимальность адаптивного управления с
заданной точностью, т.е. реализация максимальных возможностей обратной
связи.

4. Результаты численного моделирования для объекта с пятью неизвестны-
ми коэффициентами передаточной функции номинальной модели и четырьмя
описанными выше неизвестными параметрами возмущений иллюстрируют
работоспособность и оптимальность адаптивного управления.

5. Актуальная в теории идентификации систем проблема оценки качества
полученной в результате идентификации модели решается в онлайн режиме
вычислением оптимальных оценок с наилучшим значением показателя ка-
чества, согласованным с данными измерений и гарантируемым в установив-
шемся режиме. Приведенные результаты численного моделирования нагляд-
но иллюстрируют несправедливость традиционной критики идентификации
с помощью множественного оценивания (set-membership approach) как слиш-
ком грубого метода. Эта критика базируется на традиционном и кажущемся
обязательным предположении, что должны быть известны априорные грани-
цы возмущений, одинаковые для всех допустимых объектов.

6. Использование растущей вычислительной мощности современных ком-
пьютеров делает возможным, по крайней мере для объектов невысоких по-
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рядков, онлайн вычисление полиэдральных оценок неизвестных параметров,
согласованных с данными измерений и априорной информацией об управляе-
мой системе. Это позволяет решать проблему онлайн верификации модели
и/или априорных предположений и их соответствия достижению желаемого
качества управления. Традиционные методы синтеза адаптивного управле-
ния на основе градиентных алгоритмов и модификаций метода наименьших
квадратов не рассматривают проблемы верификации модели и априорных
предположений.

Обозначения:
|ϕ| — евклидова норма вектора ϕ ∈ R

n;
�e— пространство вещественных последовательностей x= (· · ·, x−1, x0, x1,· · ·),
xts = (xs, xs+1, . . . , xt) для x ∈ �e;
|xts| = maxs�k�t |xk|;
�∞ — нормированное пространство ограниченных вещественных последова-
тельностей x = (x0, x1, x2, . . .) с нормой ‖x‖ = supt |xt|;
‖x‖ss = lim supt→+∞ |xt|;
�1 — нормированное пространство абсолютно суммируемых последователь-
ностей с нормой ‖x‖1 =

∑+∞
k=0 |xk|;

‖G‖ =
∑+∞

k=0 |gk| = ‖g‖1 — индуцированная норма устойчивой линейной ста-
ционарной системы G : �∞ → �∞ с передаточной функцией G(λ) =

∑+∞
k=0 gkλ

k.

2. Постановка задачи

Объект управления с дискретным временем описывается моделью

a(q−1)yt = b1ut−1 + vt, t = 1, 2, 3, . . . ,(2.1)

где yt ∈ R — измеряемый выход объекта в момент времени t, ut ∈ R —
управление, vt ∈ R — суммарное возмущение, q−1 — оператор сдвига назад
(q−1yt = yt−1) на линейном пространстве �e,

a(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . . + anq

−n.

Начальные значения y01−n = (y1−n, . . . , y0) произвольные, yk = 0 при k < 1−n
и uk = 0 при k < 0.

Априорная информация об объекте управления включает следующие
предположения.

АП1. Вектор-столбец коэффициентов номинальной модели (т.е. модели без
суммарного возмущения v) принадлежит известному ограниченному много-
граннику Ξ,

ξ := (a1, . . . , an, b1)
T ∈ Ξ = { ξ̂ | P ξ̂ � p } ⊂ R

n+1, P ∈ R
l×(n+m), p ∈ R

l,

b1 �= 0 для любого ξ ∈ Ξ.
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АП2. Суммарное возмущение v имеет вид

vt = cw + δwwt + δyΔ1(y)t + δuΔ2(u)t,(2.2)

‖w‖∞ � 1, |Δ1(y)t| � pyt = |yt−1
t−μ|, |Δ2(u)t| � put = |ut−1

t−μ|,(2.3)

где cw — смещение и δw — норма (верхняя граница) внешнего ограниченного
возмущения cw + δww, w ∈ �∞ — неизвестное нормализованное внешнее воз-
мущение, δy � 0 и δu � 0 — коэффициенты усиления неопределенностей по
выходу и управлению соответственно, операторы Δ1 : �e → �e и Δ2 : �e → �e —
линейные нестационарные или нелинейные строго причинные операторы с
ограниченной памятью μ (оператор Δ : �e → �e называется строго причин-
ным, если значения zt последовательности z = Δ(x) зависят только от xt−1

−∞
для всех t [10]).

Память неопределенностей μ выбирается конструктором исходя из апри-
орной информации об управляемой системе и может быть выбрана сколь
угодно большой, но не бесконечной, без ущерба для качества синтезируемого
ниже адаптивного управления (см. замечание 1 в конце раздела 3 и замеча-
ние 3 в разделе 6).

АП3. Вектор θ = (ξT, cw, δw, δy , δu)T параметров объекта (2.1) неизвестен,
|cw| � Cw с известной верхней границей Cw.

Содержательная постановка рассматриваемой в статье задачи заключает-
ся в построении обратной связи вида ut = Ut(y

t
1−n, u

t−1
0 ,Ξ), гарантирующей

как можно меньшую верхнюю границу для асимптотического показателя ка-
чества

Jμ(θ) = sup
v

lim sup
t→+∞

|yt|,(2.4)

где sup берется на множестве возмущений v, удовлетворяющих предположе-
нию АП2. На обратную связь налагается трудно формализуемое в точных
терминах требование ее вычислительной реализуемости в онлайн режиме.

Главная сложность сформулированной оптимальной задачи заключается
в неидентифицируемости неизвестного вектора θ в рассматриваемой детер-
минированной постановке (см. раздел 4).

3. Робастное качество оптимальной системы при известных параметрах

Для объекта с известным вектором коэффициентов ξ и при известном
смещении cw регулятор

ut =
1

b1

[
(a(q−1)− 1)yt+1 − cw

]
=

=
1

b1

[
a1yt + a2yt−1 + . . .+ anyt−n+1 − cw

](3.1)
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гарантирует при всех t равенство

yt+1 = vt+1 − cw = δwwt+1 + δyΔ1(y)t+1 + δuΔ2(u)t+1 .(3.2)

Из непредсказуемости и произвольности значения vt+1 − cw в момент t вы-
числения управления ut следует, что регулятор (3.1) является оптимальным
для показателя качества (2.4). Введем обозначения для передаточной функ-
ции от y к u регулятора (3.1) :

Gξ(λ) =
a(λ)− 1

b1λ
=

1

b1

n−1∑

k=0

ak+1 λ
k, ‖Gξ‖ =

1

|b1|
n∑

k=1

|ak| .

Замкнутая система (2.1), (3.1) называется робастно устойчивой в классе
неопределенностей (2.3), если значение показателя качества (2.4) конечно.
Робастное качество оптимальной системы (2.1), (3.1) описывается следующей
теоремой.

Те ор ем а 1. Для замкнутой системы (2.1), (3.1) справедливы утверж-
дения:

1. Система робастно устойчива при μ = +∞ тогда и только тогда, когда

δy + δu‖Gξ‖ < 1 .(3.3)

2. Если выполнено условие робастной устойчивости (3.3), то

Jμ(θ) ↗ J(θ) =
δw + δu|cw/b1|
1− δy − δu‖Gξ‖ (μ → +∞),(3.4)

где знак ↗ означает монотонную сходимость снизу при μ → +∞.
Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Последнее априорное предположение АП4 об управляемом объекте дик-

туется условием робастной стабилизируемости (3.3).
АП4. Неизвестный вектор параметров θ удовлетворяет неравенству

δy + δu‖Gξ‖ � δ̄ < 1(3.5)

с известным числом δ̄.

Предположение об известной верхней границе δ̄ не является ограничитель-
ным. По существу оно заключается в не влияющем на качество управления
априорном выборе конструктором сколь угодно близкого к единице значе-
ния δ̄ и исключает из рассмотрения неприемлемые для практических прило-
жений модели вблизи границы области робастно стабилизируемых объектов.
Замена открытого множества параметров θ, характеризуемого необходимым
условием робастной стабилизируемости (3.3), сколь угодно близким к нему
закрытым множеством, определенным неравенством (3.5), позволяет сфор-
мулировать строгие результаты о качестве управления.
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Зам е ч а ни е 1. Базовые результаты �1-теории робастного управления от-
носились к системам со структурированной неопределенностью с бесконечной
памятью (μ = +∞) и только нулевыми начальными данными [10] и поэтому
не могли применяться в задачах адаптивного управления. Второе утвержде-
ние теоремы 1 позволяет использовать показатель J(θ) и модель неопреде-
ленностей с ограниченной памятью вида (2.3) не только для постановки и
решения задач адаптивного оптимального управления без потерь для каче-
ства управления, но и для онлайн верификации модели объекта, включая
квантификацию неопределенностей и внешнего возмущения (т.е оценку ко-
эффициентов усиления неопределенностей и верхней границы внешнего воз-
мущения).

4. Оптимальное оценивание в условиях неидентифицируемости

В этом разделе поясняется неидентифицируемость всех неизвестных пара-
метров и на содержательном уровне обосновывается необходимость исполь-
зования показателя качества J в качестве идентификационного критерия.

Следующее простое утверждение позволяет использовать метод рекур-
рентных целевых неравенств для оценки неизвестного вектора параметров θ.

Утв е ржд е ни е 1. Если для некоторой оценки

θ̂ = (ξ̂T, ĉw, δ̂w, δ̂y , δ̂u)T, ξ̂ ∈ Ξ, δ̂w � 0, δ̂y � 0, δ̂u � 0,

неизвестного вектора θ при всех t справедливы неравенства

|â(q−1)yt − b̂1ut−1 − ĉw| � δ̂w + δ̂ypyt + δ̂uput ,(4.1)

то объект управления (2.1) с вектором параметров θ̂ удовлетворяет урав-
нению (2.1) и априорным предположениям АП1, АП2 при всех t.

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.
Из утверждения 1 следует, что при любом управлении объектом (2.1) пол-

ная информация о векторе неизвестных параметров θ к моменту времени t
имеет вид включения

θ ∈ Θt =
{
θ̂ ∈ Θ0

∣∣ |â(q−1)yk − b̂1uk−1 − ĉw| � δ̂w + δ̂ypyk + δ̂upuk ∀k � t
}
,

где

Θ0 =
{
θ̂ = (ξ̂T, ĉw, δ̂w, δ̂y, δ̂u)T

∣∣ ξ̂ ∈ Ξ,

δ̂w � 0, δ̂y � 0, δ̂u � 0, δ̂y + δ̂u‖Gξ̂‖ � δ̄
}

— априорное множество допустимых параметров.
Множества Θt состоят из векторов θ̂ ∈ Θ0, которые удовлетворяют урав-

нению (2.1) и априорным предположениям АП1, АП2, АП4 при имеющихся
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измерениях yt1−n, u
t−1
0 . Очевидно, что любой вектор θ̂ с достаточно большой

компонентой δ̂w лежит в Θt. Из этого, в частности, следует неидентифи-
цируемость параметров ξ и cw оптимального регулятора (3.1) при любом
управлении объектом (2.1).

Метод рекуррентных целевых неравенств заключается в построении схо-
дящейся последовательности оценок θt, достаточно точно удовлетворяющих
целевым неравенствам (4.1) при всех достаточно больших t. Однако, в отли-
чие от задач адаптивной стабилизации, этого недостаточно для решения за-
дачи обеспечения как можно меньшей оценки для показателя качества (2.4).
Действительно, если оценки θt сходятся к некоторой предельной оценке θ∞
и выполнены целевые неравенства, то из теоремы 1 и утверждения 1 следует
неравенство

lim sup
t→+∞

|yt| � J(θ∞) .

Для решения поставленной оптимальной задачи этого неравенства недоста-
точно и необходимо обеспечить выполнение с заданной точностью дополни-
тельного неравенства

J(θ∞) � J(θ)

с неизвестным и неидентифицируемым вектором θ. Из этого следует необхо-
димость использования показателя качества J(θ) задачи управления в каче-
стве идентификационного критерия, т.е. использования оптимального оцени-
вания вида

θt = argmin
θ̂∈Θt

J(θ̂) = argmin
θ̂∈Θt

δ̂w + δ̂u|ĉw/b̂1|
1− δ̂y − δ̂u‖Gξ̂‖

.(4.2)

Прямая реализация формулы (4.2) в режиме онлайн затруднительна, по-
скольку, во-первых, количество целевых неравенств в описании множеств Θt

может неограниченно возрастать и, во-вторых, показатель качества J и усло-
вие робастной стабилизируемости (3.5) невыпуклы. Первая трудность пре-
одолевается использованием верхних полиэдральных аппроксимаций мно-
жеств Θt и введением мертвой зоны при обновлении оценок. Способ избавле-
ния от невыпуклости в задаче оптимального оценивания описан в следующем
разделе.

5. Сведение к модели с неопределенностью по выходу

В этом разделе описана замена неизвестных параметров возмущений,
позволяющая преобразовать показатель качества к дробно-линейному виду,
а невыпуклое условие робастной стабилизируемости (3.5) к ослабленному ли-
нейному условию путем сведения к модели с неопределенностью только по
выходу.
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Пусть объект (2.1) управляется так, что для всех t выполнены неравенства

|ut| � C1 + C2|ytt−n+1|(5.1)

с некоторыми постоянными C1, C2. Тогда из уравнения (2.1) и предположе-
ния АП2 следует

|a(q−1)yt − b1ut−1 − cw| � δw + δy|yt−1
t−μ|+ δu|ut−1

t−μ| �
� δw + δuC1 + (δy + δuC2)|yt−1

t−μ−n|,
(5.2)

и для любого μ̄ � μ+ n получаем

|a(q−1)yt − b1ut−1 − cw| � δw + δuC1 + (δy + δuC2)|yt−1
t−μ̄| .(5.3)

Введем новые неизвестные параметры ζ, δe и δ:

ζ = (ξ, cw, δe, δ), δe = δw + δuC1, δ = δy + δuC2 .(5.4)

Неравенства (5.3) для этих новых параметров принимают вид

|a(q−1)yt − b1ut−1 − cw| � δe + δ|yt−1
t−μ̄| .(5.5)

Неравенства (5.5) эквивалентны неравенствам (4.1) для модифицированного
вектора параметров

θm = (ξT, cw, δe, δ, 0)T .

В силу утверждения 1 неравенства (5.5) означают, что при управлении, удо-
влетворяющем неравенствам (5.1), выход y можно считать выходом объек-
та (2.1) с модифицированным вектором параметров θm (без неопределенности
по управлению) и для этого объекта в силу теоремы 1 имеем

lim sup
t→+∞

|yt| � I(ζ) := J(θm) =
δe

1− δ
.(5.6)

Если объект (2.1) управляется оптимальным регулятором (3.1), то

|ut + cw/b1| � ‖Gξ‖|ytt−n+1|,

и, следовательно,

|ut| � |cw/b1|+ ‖Gξ‖|ytt−n+1‖ .(5.7)

Неравенства (5.7) гарантируют неравенства (5.1) и (5.3) с постоянными C1 =
= |cw/b1| и C2 = ‖Gξ‖, для которых параметры δe и δ из (5.4) имеют вид

δe = δw + δu|cw/b1|, δ = δy + δu‖Gξ‖ .(5.8)
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Тогда из формулы (3.4) для J(θ) и формулы (5.6) для I(ζ) с параметрами (5.8)
следует

J(θ) = I(ζ), ζ = (ξT, cw, δw + δu|cw/b1|, δy + δu‖Gξ‖)T .(5.9)

Таким образом, для характеризуемой неравенствами (5.5) воображаемой
системы без неопределенности по управлению показатель качества становит-
ся дробно-линейной функцией, зависящей только от нормы δe воображаемого
внешнего возмущения и коэффициента усиления δ воображаемой неопреде-
ленности по выходу.

6. Адаптивное управление

Перейдем к описанию алгоритма адаптивного субоптимального управле-
ния, основанного на использовании новых неизвестных параметров δe и δ.
После подачи управления ut и измерения выхода yt+1 в момент времени t+1
будут обновляться векторные оценки

ζt = (ξTt , c
w
t , δ

e
t , δt)

T

неизвестного вектора ζ из (5.9) и полиэдральные оценки Zt, составленные из
априорных ограничений и нескольких линейных неравенств, порожденных
новыми целевыми неравенствами (5.5). Начальные оценки Z0 и ζ0 имеют вид

Z0 =
{
ζ̂ = (ξ̂T, ĉw, δ̂e, δ̂)T | ξ̂ ∈ Ξ, δ̂e � 0, 0 � δ̂ � δ̄

}
, ζ0 = (ξT0 , 0, 0, 0)

T,

где ξ0 — любой вектор из априорного многогранника Ξ, δ̄ — верхняя оценка
параметра δ из предположения АП4.

Выберем любое число μ̄ � μ+ n запоминаемых выходов ytt−μ̄+1 и пара-
метр ε > 0 мертвой зоны, гарантирующей конечное число обновлений оценок.
Управление ut в момент t определяется адаптивным регулятором

ut =
1

bt1

(
at1yt + at2yt−1 + . . . + atnyt−n+1 − cwt

)
.(6.1)

Алгоритм обновления векторных оценок ζt и полиэдральных оценок Zt

имеет следующий вид. После измерения выхода yt+1 в момент t+1 положим

ϕt := (−yt,−yt−1, . . . ,−yt−n+1, ut)
T , ηt+1 := sign(yt+1 − ϕT

t ξt − cwt ),

pt+1 = |ytt−μ̄+1|, ψt+1 := (ηt+1ϕ
T
t , ηt+1, 1, pt+1)

T , νt+1 := ηt+1yt+1 .

В этих обозначениях уравнение адаптивного регулятора (6.1) эквивалентно
равенству ϕT

t ξt+cwt = 0, так что ηt+1 = sign(yt+1), а целевое неравенство (5.5)
в момент t+ 1 для текущей оценки ζt эквивалентно неравенству

ψT
t+1ζt � νt+1 .(6.2)
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Положим

ζt+1 := ζt, Zt+1 := Zt, если ψT
t+1ζt � νt+1 − ε|ψt+1| .(6.3)

В противном случае положим

Zt+1 := Zt ∩Ωt+1, Ωt+1 :=
{
ζ̂
∣∣ ψT

t+1ζ̂ � νt+1

}
,(6.4)

ζt+1 := argmin
ζ̂∈Zt+1

I(ζ̂),(6.5)

где показатель качества I определен в (5.6).
Алгоритм обновления оценок имеет простую геометрическую интерпрета-

цию. Согласно формуле (6.3) оценки Zt и ζt обновляются только в том случае,
когда расстояние от вектора ζt до полупространства Ωt+1 больше параметра
мертвой зоны ε (см. доказательство теоремы 2). Согласно формуле (6.4) об-
новление Zt заключается в добавлении линейного неравенства ψT

t+1ζ̂ � νt+1,
которое является тем из двух линейных неравенств, составляющих целевое
неравенство (5.5), которое нарушается для оценки ζt. Вычисление оптималь-
ной оценки ζt+1 согласно (6.5) — задача дробно-линейного программирова-
ния, сводящаяся к задаче линейного программирования введением вспомога-
тельной переменной [25].

Те ор ем а 2. Пусть объект (2.1) с неизвестным вектором параметров
θ = (ξT, cw, δw, δy, δu)T удовлетворяет предположениям АП1–АП4, управля-
ется адаптивным регулятором (6.1) с алгоритмом оценивания (6.3)–(6.5) и
с параметром мертвой зоны, удовлетворяющим неравенствам

0 < ε < (1− δ̄)/(
√
n+ 1 +Gu), Gu = sup

ξ∈Ξ
‖Gξ‖ .(6.6)

Тогда справедливы утверждения:
1) Если параметры δy и δu удовлетворяют неравенству

δy + δuGu � δ̄ < 1,(6.7)

то множественные оценки Zt и векторные оценки ζt сходятся за конечное
время и

lim sup
t→+∞

|yt| � I(ζε∞) < I(ζ∞) +Kζ∞ε,(6.8)

I(ζ∞) � Ī =
δw + δu maxt |cwt /bt1|

1− δy − δu maxt ‖Gξt‖ � δw + δu maxt |cwt /bt1|
1− δy − δuGu

,(6.9)

где ζ∞ = (ξT∞, cw∞, δe∞, δ∞) — предельное значение ζt,

ζε∞ =
(
ξT∞, cw∞, δe∞ + ε(

√
2 + |cw∞/b∞1 |), δ∞ + ε(

√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖)

)T
,(6.10)

Kζ∞ =

√
2 + |cw∞/b∞1 |+ δe∞(

√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖)

(1− δ∞ − ε(
√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖))2 .(6.11)
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2) Если при всех t справедливы неравенства

|ut| � ūt = |cw/b1|+ ‖Gξ‖|ytt−μ̄+1|,(6.12)

то множественные оценки Zt и векторные оценки ζt сходятся за конечное
время и

lim sup
t→+∞

|yt| � I(ζε∞) < I(ζ∞) +Kζ∞ε � J(θ) +Kζ∞ε,(6.13)

где ζ∞ = (ξT∞, cw∞, δe∞, δ∞) — предельное значение ζt; ζε∞ и Kζ∞ имеют вид
(6.10) и (6.11) соответственно.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.

Зам е ч а ни е 2. Первое утверждение теоремы 2 гарантирует устойчи-
вость адаптивного управления в суженном множестве (6.7) параметров
(δy, δu) по сравнению с множеством параметров (3.5), соответствующих ро-
бастно стабилизируемым объектам при известных параметрах номинальной
модели. Верхняя оценка Ī в (6.9) является сильно завышенной относительно
вычисляемых в процессе управления и сходящихся за конечное время согла-
сованных с измерениями верхних оценок I(ζεt ). Несмотря на это, она лучше,
чем априорная универсальная оценка для всего класса допустимых векторов
коэффициентов Ξ, которую можно получить для проекционных или МНК
алгоритмов оценивания и которая справедлива в существенно бо́льшей дву-
мерной области допустимых параметров (δy, δu).

Зам е ч а ни е 3. Второе утверждение теоремы 2 базируется на условии
(6.12). Это условие не верифицируемо данными измерений, поскольку пара-
метры cw, b1 и ξ неизвестны. Адаптивный регулятор (6.1) гарантирует спра-
ведливость этих неравенств для текущих оценок cwt , b

t
1 и ξt. Однако в связи

с тем, что в цепочке неравенств (5.2) и (5.3) каждое из неравенств явля-
ется существенно огрубленным (в том числе допустимым выбором любого
μ̄ � μ+ n), и с учетом того, что текущие оптимальные оценки ζt минимизи-
руют показатель качества I, неравенства (6.12), как показывают многочис-
ленные численные эксперименты, фактически не нарушаются. Формальное
доказательство этого затруднено тем обстоятельством, что, хотя замена пере-
менных (5.4) позволяет перейти к “хорошему” дробно-линейному показателю
качества I(ζ) при линейных целевых неравенствах (5.5), исходная нелиней-
ность показателя качества J(θ) и нелинейность условия робастной стабили-
зируемости (3.3) “спрятаны” при замене переменных (5.4) в дополнительном
условии (5.7) на постоянные C1 и C2.

Зам е ч а ни е 4. Важнейшим исключительным достоинством рассмотрен-
ного метода синтеза адаптивного робастного управления является верифи-
цируемость априорных предположений об управляемом объекте. Индикато-
ром приемлемости априорных предположений служит неубывающая после-
довательность наименьших согласованных с априорными предположениями
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и данными измерений значений I(ζt). Ни в какой момент времени t не извест-
но, является ли текущее значение I(ζt) предельным значением I(ζ∞). Но если
оценки ζt не изменяются на длительном промежутке времени, то это означает,
что текущая оценка удовлетворяет целевым неравенствам и, следовательно,
гарантирует эту наилучшую верхнюю границу I(ζt) для |yt| после затухания
переходных процессов. Неизменность оценки ζt на длительном промежутке
времени гарантирует также соответствие априорных предположений данным
измерений при текущем гарантируемом асимптотическом качестве управле-
ния I(ζt). Традиционные методы синтеза адаптивного управления как в де-
терминированной, так и в стохастической постановке, оставляют проблемы
верификации модели и априорных предположений вне рассмотрения.

Зам е ч а ни е 5. Формула (6.11) для постоянной K∞ приведена с един-
ственной целью пояснить, что точность решения оптимальной задачи — по-
рядка ε. Эту точность проще контролировать прямым вычислением разности
I(ζεt )− I(ζt) и корректировать ее при необходимости соответствующим изме-
нением параметра мертвой зоны ε. При этом следует учитывать, что при
уменьшении ε число возможных обновлений оценок и, соответственно, число
неравенств в описании оценок Zt может возрастать экспоненциально отно-
сительно числа оцениваемых параметров, поскольку объемы исключаемых
из Zt шаров пропорциональны εdim ζ . Остается открытым вопрос о грубости
экспоненциальной оценки εdim ζ с учетом того, что при добавлении новых
линейных неравенств отсекаются гораздо бо́льшие множества сфальфициро-
ванных измерениями параметров.

7. Численное моделирование

В этом разделе приводятся результаты численного моделирования описан-
ного выше адаптивного субоптимального управления. Эффективность это-
го управления иллюстрируется сравнением с адаптивным управлением, ос-
нованным на оценивании по методу наименьших квадратов (МНК). Алго-
ритм МНК лежит в основе стохастической теории адаптивного оптимально-
го управления для систем со случайными внешними возмущениями [26, 27].
Однако попытки обобщения этой теории на системы с неопределенностью в
целом оказались безуспешными даже для стохастических неопределенностей.

В случае объекта (2.1) МНК-оценки (ξTt , c
w
t ) минимизируют средний квад-

рат невязки (т.е. центрированного суммарного возмущения) модели:

(ξt, c
w
t ) = argmin

ξ̂∈Ξ,ĉw
1

t

t∑

k=1

(
â(q−1)yt+1 − b̂(q−1)ut − ĉw

)2
,(7.1)

не учитывая принципиально различное влияние на динамику системы внеш-
него возмущения w и неопределенностей Δ1 и Δ2, и поэтому не могут лежать
в основе алгоритмов оценивания, ориентированных на минимизацию верхней
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границы выхода объекта. МНК-оценки вычисляются по рекуррентным фор-
мулам

ξt+1 = ξt +Kt(yt+1 − ξTt ϕt), Kt =
Ptϕt

1 + ϕT
t Ptϕ

, Pt+1 = (I −Ktϕ
T
t )Pt

с добавлением проектирования оценок ξt на априорное множество Ξ. При мо-
делировании адаптивного управления с начальными матрицами вида P0 =
= cI, где I — единичная матрица и c > 0, относительно лучшие в среднем ре-
зультаты для МНК-оценивания наблюдались при c ∈ [1, 5]. Ниже приводятся
результаты для c = 1.

Численное моделирование иллюстрируется на примере объекта (2.1) с
неустойчивыми полюсами, т.е. корнями a(λ), 0,9 , 0,8, 0,7 ± 0,6 i, и коэффи-
циентом b1 = 2. Этим параметрам соответствует (с точностью 10−4) вектор
коэффициентов

ξ = (−4,0082, 6,4542, −5,0654, 1,634, 2)� ∈ R
5 .

Априорные ограничения: 0,1 � b1 � 10, |ak| � 20 для всех k, |cw| � 100. Па-
раметр мертвой зоны ε в (6.3) равен 0,001.

Результаты моделирования приводятся ниже для случайных возмущений
и детерминированных возмущений вида

vt = cw + cos(5t) + δy sin(3
√
t) |yt−1

t−μ|+ δu sin(ln(0,3t+ π/2)) |ut−1
t−μ|(7.2)

с параметрами cw = 1, δy = 0,2, δu = 0,05, μ = 20. “Экзотические” возмуще-
ния вида (7.2) с нестационарными частотами подбирались для иллюстрации
возможной “плохой” динамики замкнутой адаптивной системы с МНК алго-
ритмом оценивания.

Во всех численных экспериментах начальные данные y01−n выбирались слу-
чайным образом (с равномерным распределением) из отрезка [−δw, δw] и для
иллюстрации качества оценок в установившемся режиме моделировались “ло-
кально плохие” возмущения vt+1, максимизирующие |yt+1| на интервалах вре-
мени [800, 810] и [1200, 1210]. Оптимальный интервал [−J(θ, J(θ)] обозначен
на всех приведенных ниже графиках выхода yt пунктирными прямыми с ор-
динатами ±J(θ).

В экспериментах с независимыми случайными возмущениями wt, Δ1(y)t,
Δ2(u)t, равномерно распределенными на соответствующих им интервалах,
адаптивное управление на основе МНК на большинстве реализаций на-
чальных данных y01−n демонстрирует в установившемся режиме требуемое
неравенство |yt| � I(ζ) = J(θ)≈ 2,76 при относительно небольших смещени-
ях среднего значения выхода от нуля. Однако достаточно часто наблюдаются
всплески с выходом за пределы оптимального интервала вследствие максими-
зирующего |yt+1| возмущения vt+1 на указанных выше интервалах времени.
Этот эффект представлен на левом графике рис. 1. Также достаточно ча-
сто выход yt не попадает в оптимальный интервал. Известно, что смещение
внешнего возмущения (cw �= 0) представляет большую трудность для МНК
ввиду недостаточного возбуждения соответствующей оценке ĉw компоненты
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(равной 1) регрессионного вектора. В представленном на правом графике
рис. 1 численном эксперименте выход yt в установившемся режиме превыша-
ет оптимальную верхнюю границу более чем на порядок. Для сравнения гра-
фик выхода адаптивного управления с алгоритмом оптимального оценивания
(6.3)–(6.5) при тех же реализациях всех случайных величин представлен на
левом графике рис. 2, иллюстрируя оптимальность адаптивного управления.
На правом графике рис. 2 иллюстрируется исключительное достоинство оп-
тимального алгоритма в виде графика текущих оптимальных значений I(ζt),
согласованных с текущими данными измерений (yt1−n, u

t−1
1 ) и удовлетворяю-

щих неравенствам I(ζt) � J(θ). Подчеркнем, что фактически гарантируемое
качество управления заметно лучше оптимального значения J(θ), когда мо-
делируемые возмущения фактически не являются наихудшими. Эти графи-
ки иллюстрируют несправедливость традиционной критики идентификации
с помощью множественного оценивания (set-membership approach) как слиш-
ком грубого метода.

На рис. 3 представлены графики выхода yt при МНК (слева) и оптималь-
ном (справа) алгоритмах оценивания при детерминированных возмущени-
ях (7.2) и одинаковых начальных данных y01−n. Левый график иллюстрирует
превышение выходом yt оптимальной верхней границы J(θ)≈ 2,76 на два по-
рядка. На правом графике рис. 3 показан нечасто наблюдавшийся небольшой
всплеск выхода адаптивного оптимального управления за пределы оптималь-
ного интервала [−J(θ, J(θ)].

Левый график на рис. 4 иллюстрирует выполнение неравенств (6.12) (вви-
ду больших всплесков в начальный период представлен только установив-
шийся режим). График ut (сплошная линия) при всех t находится в трубке
[−ūt, ūt], ограниченной пунктирными линиями. Отметим, что в многочислен-
ных экспериментах не удалось найти пример возмущений, при которых на-
рушались бы неравенства (6.12). Правый график иллюстрирует выполнение
неравенств I(ζt) � J(θ), гарантирующих оптимальность адаптивного управ-
ления.

Известно, что переходные процессы в устойчивых линейных стационар-
ных системах с ограниченными внешними возмущениями и без них могут со-
провождаться значительными всплесками при неблагоприятных начальных
данных [28, 29]. Следует отметить, что в силу “интегральной” природы иден-
тификационного критерия (7.1) МНК, как правило, порождает существенно
ме́ньшие всплески на начальном отрезке времени. Оптимальный алгоритм
(6.3)–(6.5) достаточно долго приписывает большие всплески наличию неопре-
деленности с близкими к верхней границе 0,9 оценками δt. Это иллюстриру-
ют правые графики на рис. 2 и 4, на которых достаточно долго I(ζt) = 0
(что эквивалентно оценкам δwt = 0). Численные эксперименты показали, что
использование МНК алгоритма оценивания вместо оптимального оценива-
ния (6.3)–(6.5) на начальных отрезках времени длиной от 2 dim ζ до 10 dim ζ
в большинстве случаев улучшает переходные процессы в адаптивной опти-
мальной системе.
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Рис. 1. Типичные выходы yt при МНК алгоритме оценивания и случайных
возмущениях.
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Рис. 2. Слева — выход yt при оптимальном оценивании и случайных возму-
щениях; справа — график I(ζt).
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Рис. 3. Графики выхода yt при МНК (слева) и оптимальном (справа) алго-
ритмах оценивания и детерминированных возмущениях (7.2).
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Рис. 4. Слева — графики ut и ±ūt; справа — график I(ζt).
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Время на моделирование одного эксперимента на ноутбуке с процессором
4xIntelCore i5-7200U CPU@2.50GHz было менее 0,2 с. при МНК оценивании
и в окрестности 2 с. при оптимальном оценивании. Число обновлений оце-
нок на интервале [1, 2000] находилось в промежутке 50–75 и незначительно
увеличивалось на интервале [1, 105]. Эти показатели иллюстрируют работо-
способность алгоритма оптимального оценивания в онлайн режиме на при-
мере системы с десятью неизвестными и девятью настраиваемыми парамет-
рами, из которых 3 параметра (нормы внешнего ограниченного возмущения
и неопределенностей по выходу и управлению) не оцениваются в рамках тра-
диционных методов синтеза адаптивного управления.

8. Заключение

Согласно [30] “Основная задача управления для заданного процесса может
быть сформулирована следующим образом: имея некоторую априорную ин-
формацию о процессе и конечное множество измерений, требуется построить
регулятор с обратной связью, обеспечивающий заданное качество управле-
ния”. Более амбициозным вариантом этой задачи является требование асимп-
тотической оптимальности управления за счет уточнения информации об
управляемом процессе. Многие практические задачи управления формули-
руются в терминах допусков на отклонения выходов системы управления
от заданных значений. Таким задачам соответствуют основное сигнальное
пространство �∞ ограниченных последовательностей и соответствующая ему
теория робастного управления в �1-постановке. Настоящая работа посвящена
решению для объекта с авторегрессионной номинальной моделью проблемы
применения �1-теории в стандартном для приложений случае, когда апри-
орная информация о параметрах номинальной модели и уровнях возмуще-
ний и неопределенностей недостаточна для априорного синтеза регулятора и
недостающую информацию приходится извлекать из текущих данных изме-
рений yt1−n, u

t−1
0 . При четко сформулированных априорных предположениях

предложено решение задачи оптимальной стабилизации в условиях сильной
априорной неопределенности и неидентифицируемости неизвестных парамет-
ров, базирующееся на множественном оценивании неизвестных параметров и
использовании показателя качества задачи управления как идентификаци-
онного критерия.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Условие робастной устойчивости (3.3)
следует из теоремы 7 [24], примененной к системе (2.1), (3.1). Для доказатель-
ства второго утверждения теоремы достаточно применить теоремы 5 и 6 [24]
(см. также [15]). Для этого необходимо представить систему (2.1), (3.1) в
стандартной M − Δ форме, представленной на рис. 5 и имеющей блочный
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Рис. 5. M-Δ форма системы (2.1), (3.1).
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Для системы (2.1), (3.1) сигнал r = cw1, 1 = (1, 1, . . .), и M −Δ форма имеет
вид
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⎜⎝
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⎞
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⎛
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ξ1
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⎞

⎟⎟⎠ ,

(Π.2)

где

zt =

(
yt
ut

)
, ξ =

(
ξ1

ξ2

)
=

(
Δ1 0
0 Δ2

)
z =

(
Δ1(y)
Δ2(u)

)
.

Первая и вторая строки матрицы M в (Π.2) соответствуют равенству (3.2).
Третья строка M соответствует представлению оптимального регулятора
(3.1) в форме

ut = −cw/b1 +Gξ(q−1)yt =

= −cw/b1 + δwGξ(q−1)wt + δyGξ(q−1)ξ1t + δuGξ(q−1)ξ2t .

Формула для J(θ) в (3.4) соответствует показателю качества (2.4), в кото-
ром sup берется на множестве возмущений v с неопределенностями Δ1 и Δ1

с конечной памятью (см. [12]), и выводится по теореме 5 [24] следующим об-
разом. Положим ‖z‖ss = (‖z1‖ss, · · · , ‖zp‖ss)T для векторной последователь-
ности z ∈ �pe и

[M ]1 :=

⎛

⎜⎝
‖M11‖1 · · · ‖M1p‖1

...
...

...
‖Mq1‖1 · · · ‖Mqp‖1

⎞

⎟⎠
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для устойчивой q × p матрицы M импульсных откликов Mij ∈ �1. Для мат-
рицы M из (Π.1) положим

Mss(r) :=

(
[Myrr]ss + [Myw]1 [Myξ]1

[Mzrr]ss + [Mzw]1 [Mzξ]1

)
.

Согласно теореме 5 из [24]

J(θ) = [Myrr]ss + [Myw]1 + [Myξ]1(I − [Mzξ]1)
−1([Mzrr]ss + [Mzw]1) .

Тогда для системы (Π.2) имеем

J(θ) = δw+ (δy δu)

(
I−

(
δy δu

δy‖Gξ‖ δu‖Gξ‖

))−1(
δw

|cw|‖−q
b1
r‖ss + δw‖Gξ‖

)
=

= δw + (δy δu)

(
1− δy −δu

−δy‖Gξ‖ 1− δu‖Gξ‖

)−1 (
δw

|cw/b1|+ δw‖Gξ‖

)
=

= δw+
1

1− δy − δu‖Gξ‖(δ
y δu)

(
1− δu‖Gξ‖ δu

δy‖Gξ‖ 1− δy

)(
δw

|cw/b1|+ δw‖Gξ‖

)
=

= δw +
1

1− δy − δu‖Gξ‖ (δy δu)

(
δw + δu|cw/b1|

(1− δy)|cw/b1|+ δw‖Gξ‖

)
=

= δw +
δyδw + δu|cw|‖Gξ‖+ δuδw‖Gξ‖

1− δy − δu‖Gξ‖ =
δw + δu|cw/b1|)
1− δy − δu‖Gξ‖ .

Наконец, монотонная сходимость Jμ(θ) к J(θ) в (3.4) гарантируется теоре-
мой 6 из [24].

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Вектор θ̂ удовлетворяет априор-
ному предположению АП1 в силу условий утверждения 1. Для всех t > 0
положим v̂t = â(q−1)yt − b̂1ut−1. Тогда объект управления с вектором пара-
метров θ̂ и суммарным возмущением v̂ удовлетворяет уравнению (2.1), и в
силу (4.1) возмущение v̂ удовлетворяет неравенствам

|v̂t − ĉw| � δ̂w + δ̂ypyt + δ̂uput .

Значения v̂t можно представить в виде (2.2), выбрав подходящие значения wt,
Δ1(y)t, Δ2(u)t, удовлетворяющие неравенствам (2.3), и обеспечив тем самым
справедливость априорного предположения АП2.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.
Докажем, что при каждом обновлении оценок расстояние от ζt до полу-

пространства Ωt+1 больше ε. Поскольку ζt изменяется, только если ψT
t+1ζt <

< νt+1 − ε|ψt+1| и ψT
t+1ζ̂ � νt+1 для любого ζ̂ ∈ Ωt+1, то

ε|ψt+1| < |ψT
t+1(ζ̂ − ζt)| � |ψt+1||ζ̂ − ζt|
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и, следовательно, |ζ̂ − ζt| > ε для любого ζ̂ ∈ Ωt+1. Таким образом, после до-
бавления к описанию Zt неравенства ψT

t+1ζ̂ � νt+1, описывающего полупро-
странство Ωt+1, полиэдр Zt+1 и все последующие не пересекаются с ε-окрест-
ностью вектора ζt ∈ Zt. Из этого следует, что ε/2-окрестности различных оце-
нок ζt не пересекаются между собой. Так как Zt+1 ⊂ Zt для всех t, число из-
менений оценок Zt и ζt будет конечным, если оценки ζt лежат в ограниченном
множестве. Из уравнения адаптивного регулятора (6.1) для всех t имеем

|ut| � |cwt /bt1|+ ‖Gξt‖|ytt−n+1‖ .
Тогда для объекта (2.1) на промежутке времени [0, t] справедливы неравен-
ства (5.5) с параметрами

δ̃et = δw + δu max
s�t

|cws /bs1|, δ̃t = δy + δu max
s�t

‖Gξs‖ .

Следовательно ζ̃t = (ξT, cw, δ̃et , δ̃t)
T ∈ Zt при всех t. Если выполнено предпо-

ложение (6.7), то I(ζ̃t) � Ī, где Ī определено в (6.9) (при этом правое неравен-
ство в (6.9) очевидно следует из определения Gu в (6.6)). Из (6.5) для всех t
следует

I(ζt) � I(ζ̃t)

и тогда I(ζt) � Ī. Из ограниченности I(ζt) следует ограниченность оценок ζt
и, таким образом, конечность числа обновлений оценок ξt и Zt. Тогда ζt =
= ζ∞ = (ξT∞, cw∞, δe∞, δ∞) с некоторого момента времени t∞ и

ψT
t+1ζ∞ � νt+1 − ε|ψt+1| ∀t � t∞ .(Π.3)

Из (Π.3) следует, что для всех t � t∞

|a∞(q−1)yt+1 − b∞(q−1)ut − cw∞| � δe∞ + δ∞pt+1 + ε|ψt+1| �
� δe∞ + δ∞pt+1 + ε(

√
n+ 1 pt+1 +

√
2 + |ut|) �

� δe∞ + ε(
√
2 + |cw∞/b∞1 |) + [δ∞ + ε(

√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖)]pt+1 .

В силу утверждения 1 из раздела 4 из полученного неравенства следует, что
выход y при всех t � t∗ удовлетворяет уравнению (2.1) с вектором парамет-
ров ζε∞ вида (6.10). Тогда теорема 1 гарантирует левое неравенство в (6.8).
Для доказательства правого неравенства в (6.8), разность I(ζε∞)− I(ζ∞) оце-
ним сверху с помощью неравенства

C1 + ε1
C2 − ε2

− C1

C2
=

C2ε1 + C1ε2
C2(C2 − ε2)

<
ε1 + C1ε2
(C2 − ε2)2

с параметрами C1 = δe∞, C2 = 1− δ∞ � 1, ε1 = ε(
√
2 + |cw∞/b∞1 |), ε2 =

= ε(
√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖). Тогда

I(ζε∞)− I(ζ∞) <

√
2 + |cw∞/b∞1 |+ δe∞(

√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖)

(1− δ∞ − ε(
√
n+ 1 + ‖Gξ∞‖))2 ε
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и, следовательно, Kζ∞ имеет вид (6.11). Первое утверждение теоремы 2 до-
казано.

Докажем второе утверждение. Пусть теперь в замкнутой адаптивной си-
стеме выполняются неравенства (6.12). Тогда из уравнения объекта (2.1) сле-
дуют неравенства (5.3) с постоянными C1 = |cw/b1| и C2 = ‖Gξ‖. Это озна-
чает, что для неизвестного вектора параметров ζ, определенного в (5.9), при
всех t выполняются целевые неравенства (5.5) с параметрами δe, δ вида (5.8)
и включения ζ ∈ Zt. Тогда в силу выбора оптимальных оценок ζt соглас-
но (6.5) при всех t

I(ζt) � I(ζ) = J(θ),

где равенство I(ζ) = J(θ) установлено в (5.9). Отсюда, как и в первом утвер-
ждении теоремы 2, следуют сходимость оценок ξt и Zt за конечное время и
неравенства (6.13).
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